DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 
DE DISTRIBUTIONS HOLONOMES 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 



par Claude Sabbah 



Resume. — Nous donnons la forme generale d'un germe de distribution holonome 
d'une variable complexe. 

Abstract (Asymptotic expansion of holonomic distributions of one complex variable) 
We give the general form for a germ of holonomic distribution of one complex 
variable. 



Introduction 

Dans cct article, nous utilisons la notion de « dual hermitien d'un '2- 
module » introduite par M. Kashiwara [3] (voir aussi [2]) pour donner la forme 
generale d'un germe de distribution d'une variable complexe satisfaisant a 
une equation differentielle holomorphe. Le cas ou l'equation est a singularity 
reguliere est bien connu (voir par exemple pQ). Nous utilisons ici le fait que le 
dual hermitien d'un ^-module holonome d'une variable complexe est encore 
holonome : e'est un cas particulier d'une conjecture generale de M. Kashiwara; 
ce cas particulier est montre dans [BJ, en analysant la dualite hermitienne au 
niveau des cocycles de Stokes. 

Nous negligerons ci-dessous les distributions a support ponctuel (masses de 
Dirac) et travaillerons avec les germes de distributions moderees. 
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1. Developpement asymptotique de distributions holonomes 

Soit X un disque centre en dans C, muni de la coordonnee x. Soit u un 
germe en de distribution holonome moderee en sur X : autrement dit, 

(1) il existe un voisinage ouvert U de dans X tel que u soit une distribution 
sur U* — U \ {0} qui soit la restriction d'une distribution sur U (l'espace 
correspondant est note Sb mod0 ([/)), 

(2) il existe un operateur differentiel lineaire holomorphe non identiqucmcnt 
nul P G &{U){d x ) tel que Ton ait P ■ u = dans Db mod0 (U). 

On peut supposer que U est choisi de sorte que P n'ait de singularity qu'en 
G A. 

Soit 7r : Y — » X, y i— > y q = x, un revetement ramifie de degre geN*. Alors 
1 'image inverse par tt d'une distribution moderee en est bien definie commc 
distribution moderee en sur Y. Si u est holonome, tt*u Vest aussi. 

Theoreme. — Soit u un germe en de distribution holonome moderee sur X. 
Alors il existe : 

- un entier q, donnant lieu a un revetement ramifie 7r : Y — > X , 

- un ensemble fini $ C y _1 C[y _1 ], 

- pour tout ip G un ensemble fini B v G C et un entier L v G N, 

- pour tous (p G G B v et £ = 0, . . . , L v , une fonction ftp,p,i G < ^' 0O (Y') 

tels que Von ait, dans 2)b mod0 (V) et en particulier dans C°°(V*) (ouV est un 
voisinage assez petit de dans Y), Vegalite 

(*) ^ = EEE umvWVUv)', 

ye* I3^B V 1=0 

ou on a note 

L(y) := |log|y| 2 |. 

Notons que, pour ip G y _1 C[y _1 ], la fonctions e v ~ v est un multiplicateur 
dans Db mod0 (V) (car c'est une fonction C°° sur V* , a croissance moderee a 
l'origine ainsi que toutes ses derivees). II en est de meme des fonctions \y\ 213 et 

Hvf- 

Avant de montrer le theoreme, nous allons preciser les tp, (3 tels que ^ 

pour un certain £, en rappelant d'abord des resultats classiques sur la structure 
des connexions meromorphes d'une variable (c/. [4] par exemple). 

Soit M un germe en x = de fibre meromorphe muni d'une connexion V, 
i.e. un C{x}[x _1 ]-espace vectoriel de dimension finie muni d'une connexion. 
Soit 7r ; y i — > x — y q une ramification telle que le formalise ramifie N := ir + M 
soit isomorphe au formalise d'un fibre meromorphe a connexion elementaire, 
i.e. de la forme N cl = ® ipe ^,{E ip ® R v ), ou les R v sont a singularite reguliere 
et E v est egal a Gx muni de la connexion telle que VI = dip ; on note, pour 



DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE DISTRIBUTIONS HOLONOMES 3 



plus de clarte, «e v » la section 1 dc E v . Le groupe Z/qZ agit naturellcmcnt 
sur N. 

On note V'M la nitration decroissante (indexee par R) de Deligne du fibre 
meromorphe M : chaque V b M est de type fini sur C{x}(xd x }, et le gradue 
giy M := V b M/V >b M est un espace vectoriel de dimension finie sur lequel 
l'endomorphisme induit par xd x a ses valeurs propres [3 de partie reelle egale 
a b. On note alors i[)%M C gry M le sous-espace propre generalise associe 
a j3. La multiplication par x k induit un isomorphisme gr^ M -^-> gr^ fe M qui 
transforme xd x et xd x + k, done qui induit un isomorphisme ip^M -^-> tp^ +k M. 

La construction peut aussi etre appliquee au formalise M et il est connu que 
gr^ M — giy M et = ip%M. 

Par aillcurs, si N = n+M comme ci-dessus, on a V b M = {V qb N)' L / qlj (on 
utilise le fait que, sur 1 <g> M, yd y agit comme qld ®xd x ). Enfin, en utilisant la 
decomposition de N = N 6 \ on a V b (E v ® R v ) = E v ® R v pour tout b G R si 

p ^ 0. Ainsi, = = ^i?o- 

Revenons maintenant a la situation du theoreme. Dans la suite, on travaille 
sur un voisinage assez petit de qu'on ne precise pas, et qu'on note toujours 
X ouY. 

Soit M le £Fx[^ _ ^-module engendre par u dans m moda (X). Alors M est 
un €?x[a^ _1 ]-uiodule localement libre de rang fini muni d'une connexion, induite 
par Taction de d x . Soit 7r : Y — > X une ramification telle que N :— tt + M soit 
formellement isomorphe a N cl = ® V ^{E' P ® i£ y ). On identifie le germe de 
fibre a connexion ir + N au Sly [j/ _1 ]-sous- module de 2)b mod0 (T) engendre par 
la distribution moderee v — ir*u. Par ailleurs, N est de la forme @y/(Q) pour 
un certain opcratcur diffcrcnticl holomorphc Q qui annulc v. 



Definition. — On dira que la distribution holonome moderee u est sans ra- 
mification si on peut choisir n = Id ci-dessus. 



On travaillera directement avec la distribution holonome moderee sans ra- 
mification v = n*u. Pour (p G y~ 1 C[y~ 1 }, soit N v le &y [t/ _1 ]-module engendre 
par e v ~ v v dans x>b mod0 Y. C'est aussi un &x [x _1 ]-module localement libre de 
rang fini muni d'une connexion. 

Pour tout (3 G C, on note V ^(v) l'ordre de nilpotence de yd y — f3 sur 
tpP(N v ). On a bien sur L' p(v) = L' [p j j+k (v) pour tout k G Z. II existe alors un 
ensemble fini minimal B' v {v) C C tel que, pour tout j G N on puisse trouver 
un entier k(j) et un operateur Pj G C{y}(yd y ) tels que 



(1) 



Hi) 



n n [-(ydy-p-kt^-yipj 

L k=0f3eB> lp (v) 



• e^v = 0. 
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Remarque. — Pour presque tout <p, on a B'(v) = 0. On note &(v) l'ensemble 
des ip pour lesquels la composante <S>i?^ de -v n'est pas nulle. C'est 

aussi l'ensemble des <p pour lesquels la composante E~v ® R'^ de 3y\)-/y} • v 
n'est pas nulle. 

On definit de maniere conjuguee les objets L"^ ^ et B'^(v). On pose alors 
B v (v) = [(B' v (v) - N) n B»] U [B' v (v) n (5» - N) 

Autrement dit, /3 G B v {v) si et seulement si [3 G (v) U et (/3 + N) H 

B'^v) ^ et (/3 + N) n B£(t>) ^ 0. Pour tout f3 G C, on pose L Vt0 (v) = 
min{L' v /3 (v), L'^ ^v)}, et on a L v ^ + u{v) = L Vt p(v) pour tout fc G Z. 

Enfin, si / G C°°(Y), on developpe / par rapport a y,y et on peut as- 
socier a ce developpement un ensemble minimal E(f) C N 2 tel que / = 
Y,(v> , V ")£E<J) V V y U ' 9{V y>) avec g( v 'y) e C°°(Y). La minimalite de E(f) im- 
plique en particulier que 3(yv)(0) ^ si (y 1 ,v") G E(f). On convient que 
£?(/) = si / est infinimcnt plate en 0. 

COROLLAIRE 1. — Soit v une distribution holonome moderee sans ramifica- 
tion. Alors v admet un developpement (*) dans Sby° d0 , avec $ = 
G B v (v). De plus, si f<p,/3,i ^ et si le point (fc', fc") G N 2 est dans E(ftp,@,t), 
alors [i + k 1 G B£» + N et (i + fc" G B'£(v) +N. 

Demonstration. — Nous supposons le theoreme demontre. On utilise la trans- 
formation de Mellin pour raisonner sur chaque coefficient du developpement (*). 
Soit x une fonction C°° a support compact contenu dans un ouvert ou v est 
dermic, idcntiqucment egale a 1 pres de 0. On note de la meme maniere la forme 
^2tt dyAdy. Par ailleurs, choisissons une distribution v induisant v sur Y* et soit 
p son ordre sur le support de X- Nous allons d'abord considerer les coefficients 
pour lesquels ip — 0. 

Pour tous k',k" G N, la fonction s i— > (w, |y| 2s y _fc y _fc x) es ^ definie et 
holomorphe sur le dcmi-plan 2 Re s > p + fc' + fc" . Pour tout j ^ 1, notons Qj 
l'operateur apparaissant dans ([I]) (pour p = 0). Alors Qj ■ v est a support 
l'origine. II sera commode dans la suite d'utiliser la notation a pour —(3 — 1 
et noter A' v (v) — {a \ f3 = —a — 1 G B' («)}. On en deduit alors que, sur un 
demi-plan Re s 3> 0, la fonction 

■ fc(j) 

n n {s-a-k'+kY 

- k=0 u£A' (v) 

coincide avec une fonction holomorphe sur 2 Res > p + fc' + fc" — j. En ap- 
pliquant le meme argument de maniere anti-holomorphe, on trouve que, pour 
tous fc',fc" G N, la fonction s i— ► (v,\y\ 2s y~ k y~ k x) s'etend en une fonction 
meromorphe sur C a poles contenus dans (A' (v) + fc' — N) n (Aq(v) + fc" — N), 



(v, \y\ 2s y- k 'y- k "x) 
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l'ordre du pole en a + Z etant majore par Lq j01 (v). De plus, cette fonction ne 
depend pas du choix du relevement v. 

Calculons maintenant la transformee de Mellin du developpement (*) pour v. 

Lemme 1. — Si ip ^ 0, alors, pour toute fonction g € C (?°°(Y), la transformee 
de Mellin de g(y)e^~^\y\ 2l3 h{yY est une fonction entiere. 

Demonstration. — On montre que cette transformee de Mellin est holomorphc 
sur tout demi-plan Re s > —p (p£N). Pour cela, pour p fixe, on decompose g 
commc la somme d'un polynome en y, y et d'un reste qui s'annule a un ordre 
assez grand a l'origine pour que la partie correspondante de la transformee de 
Mellin soit holomorphe sur Re s > —p. On est done ramene a supposer que g 
est un monome en y, y. II existe alors des equations fonctionnelles holomorphc 
et anti-holomorphe pour la distribution moderee g(y)e v ~ v \y\ 2l3 L(y) e avec po- 
lynome de Bernstein egal a 1. On peut ainsi utiliser le meme argument que 
ci-dessus, avec un terme entre crochets egal a 1. □ 

Considerons done les termes du developpement (*) de v pour lesquels ip = 0. 
II n'est pas restrictif de supposer que deux elements distincts de l'ensemble 
d'indices B qui intervient dans (*) ne different pas d'un entier, et que tout 
element (3 de B est maximal, en ce sens que l'escalier \J e E(f ,p y e) est contenu 
dans N 2 et dans aucun (m, m) + N 2 avec m 6 N*. Soit (3 e B . Nous utili- 
serons le fait que, pour tous [v' ,v") G Z 2 non tous deux strictement negatifs 
et toute fonction g £ C°°(y) telle que g(0) ^ 0, la fonction meromorphe s \— * 

{9{v)\y\ 2 ^^ J {vY i l2/| 2s £/ 1 ' y u> X) a ses poles contenus dans a— N (avec a = —(3—1), 
et a un pole en a si et seulement si v' — et v" — 0, ce pole etant alors d'ordre 
£ + 1 exactement. 

Pour (3 G Bq, soit Ep C N 2 un ensemble minimal tel que Ep + N 2 = 
\J^(E(fo,0,i) + N 2 ). On deduit de ce qui precede et du developpement (*) que, 
pour tout (fc', k") G Ep, la fonction s i— > (v, \y\ 2s y~ k y~ k X) a un P°l e 11011 tri- 
vial en a ; de la premiere partie de la preuve on conclut que a — k' G A' (v) — N 
et a - k" G A%(v) - N, e'est-a-dire (3 + k' G B' (v) + N et (3 + k" G B%(v) + N. 
Par hypothese sur B , il existe (k',k") G Ep avec k' = ou k" — 0. II en 
resulte que (3 G B v (v) et que la condition donnee dans l'enonce du corollaire 
est satisfaite par les elements de Ep. Elle est alors aussi trivialement satisfaite 
par les elements de tous les E(fo t p^). 

Pour obtenir le rcsultat pour les ftp,p,e, on applique le resultat precedent a 
la distribution moderee e v ~ v v. □ 

Demonstration du theoreme. — Nous utiliserons le resultat suivant : 

THEOREME ([6j Prop. II.3.2.5]). — Pour M comme ci-dessus, le (^[x -1 ]- 
module Jtfomog x {M,'Db™ dQ ) est libre (de meme rang que M) et muni d'une 
connexion anti-holomorphe, done est un S^-module holonome. □ 
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On note C% od0 M = Jifom s , x (M,Tib x odQ ). On a done un accouplement 
S'x ®c ^x-lineaire canonique 

k:M® c CT d °M — > £b£ od0 , (to, if) i— ► cp(m). 

Puisque M est engendre par u sur <P G C^ od0 M est determine par 

sa valeur </?(u) £ £>b™ od0 . II existe done une section l u de (7£ od0 M telle que 
l u (w) = u. 

Tout revient ainsi a montrer le theoreme dans le cas ou 

k:M' ig> c M" — >Dbx od ° 

est un accouplement sesquilineaire entre deux ^[ir^-modules libres de rang 
fini a connexion, to', to" en sont deux sections locales, et u = k(m! , to"). 

On se ramene, par un revetement cyclique, au cas ou M' et M" ad- 
mettent chacun une decomposition formelle modelee sur M' cl et M" cl (si 
M" = C™ M' , un revetement qui convient pour l'un convient aussi pour 
l'autre). 

On travaille ensuite avec l'image inverse par l'eclatement reel e : Y — > Y 
de l'origine. On note srfy le faisceau des fonctions C°° sur Y annulees par 
l'operateur de Cauchy-Riemann yd y , @ Y = sd y ® e -ig Y e _1 £^y et Sb~ lod0 le 
faisceau sur Y des distributions moderees le long de e _1 (0) = S 1 . On note enfin 
M = sty ® e -iff Y e _1 M. C'est un ^y-module a gauche, qui est srf Y [y _1 ]-libre. 

L' accouplement k s'etend de maniere unique en un accouplement Sly ®c 
lineaire 

k:M' ® C M" >Dbf od0 

(simplement parce que M est C{y}[y _1 ]-libre). On alors peut travailler locale- 
ment sur Y avec k et ainsi remplacer, grace au theoreme de Hukuhara-Turrittin 
(voir par exemple [4]), M 1 et M" par leurs modeles elementaires respectifs 
® v {Ev ® R' v ) et ® V (E* <g> R%). 

Lemme 2. — Si ip,ip s y~ 1 C[y~ 1 ] sont distincts, tout accouplement sesqui- 
lineaire = (E v ®R' V ) ® c (E-^ ® R'!_^) -> £b~ od0 prend ses valeurs dans 
le sous-faisceau des fonctions a decroissance rapide. 

Demonstration. — Puisque e^~^ est un multiplicateur sur £>b~ od0 , on peut 
se ramener au cas ou, par exemple, ip — 0. Par recurrence sur le rang de R' 
et Rq, on se ramene au cas de rang 1, et puisque les fonctions y a ou y 13 sont 
aussi des multiplicateurs, on se ramene au cas ou R' v et Rq sont egaux a Gy 

Alors u = fc(«e v '», 1) est un germe de distribution moderee sur Y qui satisfait 
a d y u — et d v u — (p'(y)u. On en deduit Uiy* = e v . Done u a croissance 
moderee ■<=>• u a decroissance rapide. □ 
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De la meme maniere (en utilisant la forme normale pour Rq,R'q), on voit 
que les termes diagonaux k VtV (fh' , in") se decomposent en somme, a coefficients 
dans c €f, de termes e^/V (logy) J '(log y) k ((3',/3" € C, j,k 6 N). On 
reecrit chacun de ces termes comme une somme, a coefficients dans de 
termes |y| 2/3 L(y) £ (/3 G C, I G N). 

Si m',m" sont des sections locales de M',M", on utilise une partition de 
l'unite sur Y. On obtient pour e*/c(m',m") un developpement du type (*), 
a coefficients f v ,p,i dans e*^~°, a l'ajout pres d'une fonction C°° infiniment 
plate le long de e _1 (0) : on l'incorpore dans un des coefficients f v ,p,t- On note 
alors B v l'ensemble d'indices /3 correspondant a ip. Puisque \y\ est C°° sur Y, 
on peut supposer que la difference de deux elements distincts de B v n'est pas 
dans gZ. 

II reste a voir que Ton peut reecrire ce developpement avcc des coefficients 
fip,p,£ dans ^y°. Nous allons utiliser un argument de transformation de Mellin, 
comme dans le corollaire [TJ dont nous n'utiliserons que les notations. 

Notons y — pe t9 en coordonnees polaires. Une fonction / G e*^~° admet 

un developpement de Taylor Y^m^o fm{Q)p m ou fm(9) es t C°° sur •S' 1 g t se 
developpe en serie de Fourier ^2 n / m „e m9 . Une telle fonction peut s'ecrire sous 
la forme J2k=~2k 9k{v)\v\ k avec £ N ct G ^"(F) si et seulement si 

t m±n 
(2) / m ,„ ^ — ^— ^ -fc . 

En effet, si cette condition est satisfaite, on ecrit f m ,nS m6 P m = fm,ny k y k avec 
fc' = (m + n)/2 ct fc" = (m - n)/2, done fc', fc" ^ -k et fc' + fc" ^ 0. II existe 
alors un entier k compris entre — 2ko et tel que k' — k/2 G N et k" — k/2 G N. 
La partie du developpement de Fourier de / correspondant a k fixe fournit, par 
Borel, une fonction gk{y) G C €°°{Y). La difference / — J2°k=-2k 9k(y)\y\ k est 
une fonction C°° sur Y, infiniment plate le long de \y\ = 0. C'est done aussi une 
fonction C°° sur Y, infiniment plate a l'origine. On l'ajoute a go pour obtenir 
la decomposition voulue de /. 

La condition ([2]) peut s'exprimer en terme de transformcc de Mellin. On 
remarque en effet que, pour tous k', k" G tels que k' + k" G N, la transformed 

de Mellin s i— ► (/, \y\ 2s y~ k 'y~ k X)> qui es t holomorphe pour Re(s) S> 0, s'etend 
en une fonction meromorphe sur C avec des poles simples au plus contenus dans 
5 Z. La condition Q est equivalente au fait qu'il existe fco G N tel que, pour 
tous k', k" G |N avec k' + k" G N, les poles desi-> (/, \y\ 2s y~ k 'y~ k "x) soient 
contenus dans l'intersection des ensembles k — 1 + k' — |N* et k — I + k" — |N . 

En raisonnant par recurrence descendante sur £, e'est-a-dire aussi sur l'ordre 
maximal des poles, on conclut qu'une fonction X^£=o fe^ivY a coefficients dans 
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tf°°(Y) peut se reecrire sous la forme J2-2k ^k^o X)£=o 9kAy)\y\ k MyY avec 
9k,i £ < ^' 00 (F) si et seulement si la meme condition est satisfaite (et les poles 
sont d'ordre ^ L + 1). 

Maintenant, si Bo C C est un ensemble fini tel que deux elements distincts ne 
different pas d'un demi-entier, une fonction / = X)/3es ^2e=o fpAv^^^ivY & 

coefficients dans c £° a {Y) se reecrit Y1bgb J2e=o fpAv^^^ivY P our un certain 
ensemble B , avec fpj £ c to°°(Y), si et seulement si il existe un ensemble 
fini Ao C C tel que, pour tous fc', fc" £ avec fc' + k" 6 N, les poles de 
s ^ (7, \y\ 2s V~ k 'y~ k " X) soient contenus dans (A + k' - N) n (A + k" - N). 

Enfin, si / admet un developpement du type (*) a coefficients dans 1f°°[Y), 
la condition ci-dessus appliqucc a / est equivalente au fait que / peut se reecrire 
avec des coefficients fo,p,e € e ^°°(Y), d'apres un analogue evident du lemmcQ] 

On applique done ceci a k(m',m") : on voit que la condition sur la trans- 
formee de Mellin est satisfaite en utilisant l'existence d'equations fonctionncllcs 
de Bernstein pour m! et m", de la meme manicrc que dans lc corollaire[T]et on 
obtient ainsi le resultat pour les coefficients avec ip — 0. On obtient le resultat 
pour les autres coefficients en appliquant le meme raisonnement a E~ v <8> M' 
et E v <g) M" pour les differents ip. □ 



2. Application a. la filtration parabolique canonique 

Soit M un germe de fibre meromorphe a connexion sur X et N = tt + M son 
image inverse par une ramification tt : Y — > X. On suppose que N admet un 
modele elementaire formel : N ~ ®ip{E v C5> R v ). Pour tout ip et tout 6 e I, 
on note y b (N) = ® ve ^(E^ ® V h R lp ), si V designe la filtration de Deligne du 
fibre meromorphe a singularite reguliere R v , definie comme plus haut par le fait 
que le residu de la connexion logarithmique sur V b R lp a ses valeurs propres de 
partie reelle dans [b, b+l[. Alors y b (N) est un C [y]-module libre de type fini tel 
que C (yj [y- 1 ] ®cm ^(A) = A. On a aussi yCP b (A) = CP b+1 (A). Toute suite 
exacte -> A' -> N -> A" -> 0, ou N, N', A" admettent une decomposition 
comme ci-dessus, est strictement filtree relativement a la filtration CP". 

Le C{y}-module ? b (A) := CP b (A) n N est libre de type fini, e'est un reseau 
de N et toute suite exacte -> N' -> A -> N" -> 0, ou A, A', A" admettent un 
modele elementaire formel, est strictement filtree relativement a la filtration CP*. 

Enfin, en prenant les invariants sous Taction de Z/gZ, on obtient la filtration 
(parabolique) canonique de M, qui se comporte aussi de maniere stricte dans 
toute suite exacte (c/. [5] pour un cas plus general de cette construction) : 
y b (M) := yi b {N) z /i z . Remarquons que, pour tout fc e Z, on a x k V b (M) = 
y b+k (M). 
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Lemme 3. — Dans M on a, pour tout deK, l'egalite C{x}(xd x ) ■ T b (M) = 
V b (M). 

Demonstration. — On remarque d'abord que la filtration V se comporte 
comme CP* par rapport a la ramification, c'est-a-dire que V b {M) = V qb (N) z, ^ qZ : 
en effet, yd y opere comme q(Id®xd x ) sur 1 ® M C N. L'inclusion C est alors 
claire. On se ramene a montrer l'egalite pour N, en prenant ensuite les inva- 
riants sous Z/qL. II suffit enfin de montrer l'egalite des formalises des deux 
termes, ce qui donnera aussi leur egalite. 

D'un cote on a V b {N) = V b (R Q ) © ®^ {E V ® R v ). D'un autre cote, on a 

C{y}(yd y )-(E*®V\R V )) = 

On en deduit l'assertion. □ 

Corollaire 2. — L'extension minimale M min := C{x}{d x ) ■ V > ~ 1 (M) est 
aussi egale a C{x}(d x ) ■ D ,>_1 (M). □ 




Soient M',M" deux fibres meromorphes sur X et soit k : M' 0c M" 



^x°o° un germe d'accouplement @x$ <8>c % -lineaiie 



Corollaire 3. — La restriction de k a y > ~ 1 (M') <g>c T > ~ 1 (M") prend ses 
valeurs dans I'espace des (germes de) fonctions Ll oc (-£=dx A dx). 

Demonstration. — II est equivalent et plus commode de montrer que la res- 
triction de k a 3»°(M') ® c ? >0 (M") prend ses valeurs dans L\ oc {^^f A &). 
Soit 7r : y i — > x = y q une ramification adaptee a M = M' et M" et no- 
tons N = 7r + M . On peut definir de maniere naturelle un accouplement ir + k : 
N' ®c N" — > Dby g d0 qui est @ Y ,o ®C i% -lineaire et dont la restriction aux 
elements Z/qZ-invariants soit ir*k. II suffit alors de montrer la proposition 
pour 7r+fc et L\ oc {^ A f). Si m' G 7 >0 (N') et m" £ ? >0 (N") alors, en 

posant v — 7r + fc(m',TO"), tout (3 S B v (v) a une partie reelle > et le corol- 
laire [1] applique a v montre que, puisque e ip ~ ip est localement bornee pour tout 
ip G y~ 1 C[y~ 1 ], v est dans L\ oc . □ 

Remarque (Filtration parabolique canonique et cycles proches formels) 

Pour tout b e M, lc quotient gr^(TV) := ? b (N)/9 >b (N) est isomorphe a 
©^®/3|Rc/3=b'0y (-R<p) ; il es t de dimension finie. II est muni d'un endomorphisme 
semi-simple S = (3 V (Bp\B, e p=b Id et d'un endomorphisme nilpotent N somme 
directe des endomorphismes yd y — (3 sur les ip^{R v ). Enfin, y : ij^{R v ) — * 
\pP +1 {R v ) est un isomorphisme compatible avec Taction de N. 
On pose alors, pour Re/3 = b, 

%{N) = ker[S - /3Id : g&(N) gr^iV)] = ®^ y {R v ). 
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Cet espace, muni de N, est Vespace des cycles proches formels de N pour la 
valeur propre (3 (il est plus gros que tpyN = ipPRo). 

L'action de Z/qZ sur N preserve ^(N) et induit une action sur grfp(iV). Elle 
preserve aussi chaque ®^ipy(R v ) = i[)!j}(N), i.e. commute a S, et elle commute 
aussi a N. 

En prenant les invariants sous Z/qZ, on trouve 

g4(M) := y\M)/y>\M) = gt$(N) z '0, 
et on munit le terme de gauche de l'endomorphisme semi-simple Sm = |Stv et 
dc l'endomorphisme nilpotent Nm = ^n- On cn deduit 

($(M),N) := kcr[S - /3Id : gr§,(M) - gr§,(M)] = $f(Nf^, ±N). 

Toute suite exacte — > M' — > M — > M" — > donne lieu a une suite exacte 
-» V^M' -> V^M -> $!j}M" -> compatible a N. 

On a (^(M),N) = (^(M),N) pour tout /?. Si M est regulier en 0, on a 

($£(M),N) = (Vf(M),N) pour tout /?. 
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